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1 Repetition Trigonometrie

1.1 Trigonometrische Funktionen im rechtwinklichen Dreieck
Im rechtwinkligen Dreieck gelten folgende Beziehungen:

s'n(a):cl:—K

cos(a) = %

GK
tm(a) = R

L _AK
tan(a) GK

cot(a) =

Einige spezielle Werte der Winkelfunktionen:

Winkel (Bogen) 0 P/6 P/4 P/3 P/2
Winke (Grad) o° 30° 45° 60° 90°
sna 0 1 1 1 1
P 2| 3B
cosa 1 %\ 3 % N % 1
tana 0 1 -
3V 1 "
cota - 1 1 0
V3 3

weitere Funktionen: Gieck E 2, 5 oder Blatt
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1.2 Die Winkel im Einheitskreis

Radius =1

i
A
LS
"
'\-\.\_\\‘?}i \.
ra
#
Lan

F e _;'. k)
T
1 ED‘I|I co = | cos I| [
I"*. .
LY )
\\ .//
5

1.3 Das Bogenmass
Das Bogenmass eines Winkels gist definiert als:

_ Bogen
Radius

Eswird keine Einheit hingeschrieben oder die Bezeichnung ,,rad” (Radiant).

1.4 Wichtige Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen

sn®g+cos’g=1

26.01.00

ﬂ = tang
cosg
90°+a 180° +a 270° + a 360° + a
an + cosa Fsna - cosa +dna
cos Fsna - cosa +d9na + cosa
tan ¥ cota +tana F cota +tana
cot F tana + cota F cota + cota

Ein Speziafal ist unter 1.6 genauer erlautert.

Weitere Beziehnungen siehe Blatt (6.1.7 / 6.1.8) oder Gieck E 2 und folgende
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1.5 Winkelfunktionen im allg. Dreieck

1.5.1 Sinussatz

sna _dnb _dng
a b C

oderauch :|a:b:c=d9na:snb:sng

Der Sinussatz ermoglicht es, aus drei Stiicken, zu denen eine Seite und der ihr gegenliber-
liegende Winkel gehtren muss, eine vierte Dreiecksgr sse zu berechnen.

1.5.2 Cosinussatz

a’ =b?+c?- 2bccosa

b? =c?+a®- 2accosb

c?=a’+Db? - 2abcosg

L 6sungsbedingungen: Winkel summe muss 180° betragen, die Summe von 2 Dreiecksseiten
muss stets grosser as die dritte Seite sein.

In speziellen Féllen kénnen 2 L 6sungenauftreten. Die erste ergibt sich aus 0° < a/b/g< 90°
die zweite wenn 90° < a/b/g< 180°. In beiden Fallen dirfen obenstehende L dsungs-
bedingungen nicht verletzt werden.

Fur den Spezialfall eines rechtwinkligen Dreiecks verwendet man den Phytagor as.

SSS: Zuerst den der grossten Seite gegentiberliegende Winkel mit dem Cosinussatz

ermitteln!
WSW: Sinussatz
SWW:  Sinussatz

SSW: Sinussatz
SWS: Cosinussatz

1.6 Quadrantenbeziehnung
Auch ds, Reduktionsformeln” bekannt.

8n(90°- c) =cosc|

Weitere Beziehungen siehe Gieck E 4 sowie E5S
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2 Potenzen

2.1 Definition, Potenzgesetze
Allgemein: Sammlung der Potenzgesetzte siehe Gieck, D1

Definition: Ein Produkt aus n gleichen Faktoren a kann man kiirzer als Potenz a"
schreiben. Der gleichbleibende Faktor a heisst Basis, die Anzahl n der
Faktoren heisst Exponent.

a*a*a*a.*a=a"
-

n_ Faktoren

Bemerkung: a

2.1.1 Potenz, positive Basis
Eine Potenz mit positiver Basis ist positiv.

(+a)"=a"| ,a>0

2.1.2 Potenz, negative Basis
Eine Potenz mit neg. Basis ist positiv, wenn der Exponent eine gerade Zahl ist.

(- @) =a*"| , a>0, n = natrliche zahl

2.1.3 Exponent ungerade
Eine Potenz mit neg. Basis ist negativ, wenn der Exponent eine ungerade Zahl ist

2n-1 - .
(' a) " =-a®™!  a>o0,n = natirliche Zahl

2.1.4 Potenzen mit gleichen Exponenten, Addition und Subtraktion

Potenzen mit gleichen Exponenten und gleichen Basen werden addiert bzw subtrahiert, indem
man ihre Faktoren addiert bzw subtrahiert

pra’tgra’=(ptg)*a’

2.1.5 Potenzen mit gleichen Basen, Multiplikation

Potenzen mit gleichen Basen werden multipliziert, indem man die Basis mit der Summe der
Exponenten potenziert

m+n

a"*a'=a
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2.1.6 Potenzen mit gleichen Basen, Division

Potenzen mit gleichen Basen werden dividiert, indem man die Basis mit der Differenz der
Exponenten potenziert

Speziafal von 2.1.5und 2.1.6: Ergibt die Summe oder die Differenz der Exponenten Null, so
hat die Potenz immer den Wert 1, egal welchen Wert die
Basis hat!

Des weiteren lasst sich jetzt ableiten:

2.1.7 Produkt potenzieren

Ein Produkt wird potenziert, indem man jeden Faktor einzeln potenziert und anschliessend
das Produkt bildet.

(a*b)"=a™*b"

2.1.8 Potenz potenzieren

Eine Potenz wird potenziert, indem man die Basis mit dem Produkt der Exponenten
potenziert.

(am)n :am*n

2.1.9 Bruch potenzieren
Ein Bruch wird potenziert, indem man Zahler und Nenner potenziert, und dann dividiert.

@y _a

&g b
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2.2 Binome

Die Potenzen von Binomen haben die allgemeine Form (a+b)".

Vorsicht: [(a+b)"t a" +b"

SogiltzB..  (axb)®>=a®+2ab+b’

Werden die Exponenten grosser, so kdnnen die Faktoren durch das sog. Pascalsche Dreieck
bestimmt werden. Bei diesem ergibt sich die untere Zahl jeweils durch die Summe der beiden
oberen.

Die angegebenen Werte stehen in den Zeilen des Pasca schen Dreiecks und sind jewells die
Koeffizienten der Faktoren.

Dreieck siehe Gieck, D2

Sonderfalle: a'=a, a’=1

2.3 Spezialfille

(1- x)" =(- 1(x- 1))" = (x- )" | wenn n eine gerade Zah ist!

2.4 Partialdivision

Ist eine Faktorenzerlegung umstandlich oder nicht durchfihrbar, so muss man die Division in
Schritten durchfihren. Dieses Verfahren heisst Partialdivision.

Geht man vom Beispid (a5 + b5) :(a+b) aus, so geht man wie folgt vor:
- Man bestimmt den ersten Teil des Resultats indem man a° durch a (erstes Glied
des Divisors) teilt. In diesem Beispiel erhédlt man also a*

- Nun rechnet man zuriick; also a** (a+b) . Das Ergebnis dieser Multiplikation
wird unter den Dividenden geschrieben und von diesem abgezogen. (Achtung:
V orzeichen mitnehment)

- Man fahre weiter bis kein Rest Ubrigbleibt oder in Schritt 1 kein neues ,, Resultat”
mehr gefunden werden kann. In diesem zweiten Fall gébe die Division einen
Rest.

Siehe dazu auch Gieck D2
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3 _Radizieren
Radizieren ist im wesentlichen potenzieren mit rationalen oder reellen Zahlen als Exponent.

3.1 Der allg. Wurzelbeqriff

Definition: Dien-te Wurzel ausa (a> 0) ist digenige positive Zahl, deren n-te Potenz
gleichaidt.

x=%a0 x"=a|@>0)

n = Wurzelexponent, a = Radikant

3.2 Grundlegende Eigenschaften

3.2.1 Radizieren / Potenzieren mit gleichen Exponent

Wird eine Zahl zuerst radiziert und anschliessend potenziert (mit gleichem Exponenten), so
heben sie sich auf.

Allgemein:

=

3.2.2 Wurzel zu Potenz
Eine Wurzd kann a's Potenz geschrieben werden, indem man den reziproken Wert des
Exponenten nimmt.

Allgemein:

3.2.3 Potenz zu Wurzel

Angtelle von Wurzeln kann man Potenzen mit rationalen Zahlen al's Exponent schreiben und
umgekehrt.

Allgemein:

s|3

a

3.3 Rechenregeln

Mit den obenstehenden Eigenschaften lassen sich aus den Potenzgesetzen Rechenregeln fur
das Radizieren herleiten.

3.3.1 Multiplizieren mit gleichen Basen

Martin Hess'Michael Richter
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3.3.2 Multiplizieren mit gleichen Exponenten

3.3.3 Dividieren mit gleichen Basen

n

'\am_n N

3.3.4 Dividieren mit gleichen Exponenten

Q/a_’“_ ae_a('_jm

Yo |ebg

3.3.5 Wurzeln von Wurzeln

Yefam | =a™ | und umgekehrt!

3.4 Vereinfachen von Ausdriicken mit Wurzeln und Potenzen

3.4.1 Allgemeines Vorgehen:
() Alles in Potenzschreibweise ausdriicken (-> keine Wurzeln mehr!).
(i) Von innen nach aussen vereinfachen (mit Potenzgesetzen!) .
(i) Gegebenenfalls wieder in Wurzel schreibweise umwandeln (nur wenn
sinnvoll!)

Martin Hess'Michael Richter
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4 Logarithmen

4.1 Die Zahle

Die Zahl e (Eulersche Zahl) ist nach dem Schweizer Mathematiker Leonard Euler benannt.
Sieist definiert durch:

e’ =21

Die Eulersche Zahl eist:

le=2.71828183...|

4.2 Einfuhrung, Definition

4.2.1 Potenzieren, Radizieren, Logarithmieren

Im Gegensatz zu den vorher schon besprochenen Rechenarten stellt man sich beim
Logarithmieren die Frage ,,a hoch wieviel gibt b?* oder formal:

Definition:
Die folgende Aquivaenz definiert den Logarithmus von b beziglich der Basis a

n=log,bU a"=b

4.2.2 Logarithmensysteme

Alle Logarithmen gleicher Basis bilden ein sog. Logarithmensystem. Normalerweise arbeitet
man mit den folgenden 3 Systemen:

a) Die Logarithmen mit der Basis 2 heissen bindre Logarithmen; man verwendet die
Abkurzung lb:

log, ¢ =1b(c)

b) Die Logarithmen mit der Basis 10 heissen Zehnerlogarithmen; Abkirzung lg:

log,, c=lg(c)

c) Der am haufigsten verwendete Logarithmusist der natirliche Logarithmus. Er hat die
Basis e=2.71828.... Abklrzung =In

log,c =In(c)
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4.2.3 Einige wichtige Eigenschaften

4.3 Rechenregeln

log,(a) =1

log, () =0

log,(@")=n

(da a'=a)
(da a°=1)

(da a"=a")

[ =b](¢a a" =b)

4.3.1 Der Log. eines Produkts

log,, (x* y) =log, (x) +log, ()

4.3.2 Der Log. eines Quotienten

0

[%)

Iogaé%‘% log, (X)- log., (¥)

4.3.3 Der Log. einer Potenz

44 Basiswechsel

log, (b™)=m* log,, (b)

26.01.00

Um zum Beispid einen bindren Logarithmus in einen Zehnerlogarithmus umzuwandeln, geht

man wie folgt vor:

Siehe auch Gieck, D4
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45 Exponentialgleichungen

Eine Exponentialgleichung ist eine Bestimmungsgleichung, bei der die Unbekannte im
Exponent vorkommt.
Losung der Exponentialgleichung:
a) Inden einfachsten Félen lassen sich beide Seiten der Exponentialgleichung as
eine Potenz mit gleicher Basis darstellen.
a*=a’ folgt Xx=p
b) Sind beide Seiten einer Exponential gleichung Potenzen mit unterschiedlichen
Basen, zb:
a* =bP
so folgt durch beidseitiges Logarithmieren
x*In(a)= p*In(b)
und aus dieser Gleichung
In(a)
(Esist eigentlich egal, welchen Logarithmus man fir diese Operation wahlt,
normalerwei se nimmt man aber den natirlichen L ogarithmus)

46 Logarithmische Gleichungen

Eine logarithmische Gleichung ist eine Gleichung, bel der die Unbekannte im Numerus
vorkommt.

Die Aufgabe
In(ax) =b
wird mit Hilfe von Potenzieren (gleicher Exponent wie Basis) geldst.
b
e =g ax=e" 0 x==
a

Martin Hess'Michael Richter
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5 Lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten

5.1 Einfuhrung

Generell wird die Frage gestellt, welche Wertepaare (x,y) zwei Gleichungen erfillen, dh.

welche Wertepaare beide Gleichungen smultan erfiillen.

Allgemein gilt: Damit ein System mit n Unbekannten bestimmt ist, missen n Gleichungen
gegeben sein. Sind weniger Gleichungen gegeben, so ist das System
unbestimmt. Sind mehr Gleichungen als Unbekannte vorhanden, so ist das
System gegebenenfalls Gberbestimmt.

5.2 Losungsverfahren

5.2.1 Die Einsetzungsmethode

LOse eine der beiden Gleichungen nach einer der beiden Unbekannten auf.
Setzte den gefundenen Ausdruck in die andere Gleichung ein.

L6se die so gefundene Gleichung auf (nur noch eine Unbekannte).

Setzte den gefundenen Wert in eine beliebige Gleichung ein und |6se diese auf.

e NN o

5.2.2 Die Additionsmethode

Multipliziere eine oder beide der gegebenen Gleichungen mit einem geeigneten Faktor.
Addiere oder subtrahiere die beiden Gleichungen (eine Unbekannte félt weg).

L 6se die erhaltene Gleichung auf (nur noch eine Unbekannte)

Setzte den gefundenen Wert in irgendeine Gleichung ein und 16se diese auf.

AOWNPE

5.2.3 Die Gleichsetzungsmethode

Auflésen beider Gleichungen nach ein- und derselben Unbekannten.
Gleichsetzen der gefundenen Gleichungen

Auflésen der so erhatenen Gleichung (nur noch eine Unbekannte vorhanden)
Den gefundenen Wert in eine beliebige Gleichung einsetzten und |6se diese auf.

AW

5.2.4 Lineare Gleichungssystem, 3 und mehr Unbekannte

Allgemeines Ldsungsverfahren:

Schrittweise Reduktion des Gleichungssystems auf Systeme mit weniger Unbekannten. Zu
beachten ist, dass ale Gleichungen im Lésungsweg beriicksichtigt werden, da sonst keine
Losung gefunden werden kann.
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5.3 Lo6sen von linearen Gleichungssystemen auf dem HP

Referenz: Handbuch, Kapitel ,, Losen eines exakt bestimmten Gleichungssystems”.

Vorgehenswei se;

1

2.

Gleichungssystem auf Normalform, dh. ale Gleichungen auf die Form

(ax + by + cz = g) bringen.

Konstantenvektor im Stack ablegen

(zb:[101112])

K oeffizientenmatrix eingeben (mit Matrixwriter oder per Hand: [[123] 456789],
nur bei der ersten Zeileist eine innere eckige Klammer notwendig)

Taste ,Division® dricken, zuriickgegeben wird das Resultat des Gleichungssystems in der
Formvon [xy Z]

Martin Hess'Michael Richter

16



26.01.00
Zusammenfassung Mathematik TSU

6 Komplexe Zahlen

6.1 Begriffe

Um auch aus negativen Zahlen Wurzeln ziehen zu kénnen, hat man die imagindren Zahlen
eingefuihrt. So wurde definiert, dass

j7=-1

=4 1

ist. Zu beachten ist, dass man vor der Anwendung von Rechenregeln eine imaginédre Zahl as

Produkt schreibt, dh.
J-a= J«/a falls a>0

Addiert man nun zu einer reellen Zahl eine imaginére, so erhdlt man eine komplexe Zah!:
(a,b sind reelle Zahlen)

6.2 Konjugiert komplexe Zahl

Konjugiert komplexe Zahlen sind Ausdriicke, bei denen der imaginére Teil das gegenteilige
Vorzeichen der gegebenen komplexen Zahl hat:

, konjugiert: |[Z" =a- jb

und

6.3 Darstellung

Sollen imaginére Zahlen in einem X/Y -K oordinatensystem dargestellt werden, so wird die
x-Achse diereelle Achse (9), und die
y-Achse dieimaginéare Achse (jb)

6.4 Goniometrische Darstellung / Darstellung in Polarkoordinaten
Will man imaginédre Zahlen in eéinem goniometrischen System darstellen, so miissen die
komplexen Zahlen erst in die goniometrische Form gebracht werden. Dies kann der HP48
oder wie folgt:

la=r*cog(g)|,[b=r*dn(g)|

r=4/la’ +b?)| |9 :arctanggg, a0

eag

z=a+ jb=r*(cosg+ jsng)

Martin Hess'Michael Richter
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6.5 Grundrechenarten

6.5.1 Addition
Um komplexe Zahlen zu addieren addiert man die reellen und die imaginédren Teile

miteinander.
Allgemein:

Z =a+|b

7 =c+jd liefert |Z, +Z, :(a+c)+ j(b+d)

6.5.2 Subtraktion

Zur Subtraktion werden die beiden Teile voneinander abgezogen.
Allgemein:

Z =a+|b

7 —c+jd liefert|Z, - Z, =(a- ¢)+ j(b- d)

6.5.3 Multiplikation
Zur Multiplikation verfahrt man wie bei der Multiplikation zweier Binome unter Beachtung

von j%=-1.
Allgemein:
Z =a+t|b -
! J liefert|Z,*Z, =ac- bd + |* (ad +bc)
Z,=c+]d
6.5.4 Division

Bei der Division erweitert man den Nenner um den Imaginérteil zu eliminieren.
Allgemein:

Z =a+jb
Z,=c+jd

_actbd .bc-ad
crd’ P rd’

. Z
liefert [—
Z,

6.5.5 Polare Multiplikation

Nachdem die komplexen Zahlen in die polare Form gebracht worden sind, werden die Radien
multipliziert und die Winkel addiert.

Allgemein:

Z,=aba

7. =bPb liefert|Z,* Z, = (a* b)D(a+ b)

6.5.6 Polare Division
Eswird wie beim Multiplizieren gearbeitet, nur dass hier die Radien dividiert, die Winkel

subtrahiert werden.
Allgemein:

Z =aba Z a
' liefert [ == =—E)(a - b)
Z,=bbb Z, b
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6.5.7 Potenzieren einer komplexen Zahl

Man berechnet die n-te Potenz einer komplexen Zahl, indem man siein die polare Form
bringt, den Radius mit n potenziert und den Winkel mit n multipliziert.

Allgemein:

Z,=aba
z=(z.)

liefert|Z =a"®(n" a)

6.5.8 Radizieren einer komplexen Zahl

Man berechnet die n-te Wurzel einer komplexen Zahl, indem man siein die polare Form
bringt, aus den Radius die n-te Wurzd zieht und den Winkel durch n dividiert.
Allgemein:

Z,=aba
Z =1/,

liefert|Z = JEDE‘%N‘;l* 360°9
e

n 5]

wobe k von 1 bisn geht (Es gibt n Lésungen!).

Martin Hess'Michael Richter
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7 Quadratische Gleichungen

7.1 Definition

In einer quadratischen Gleichung kommt die Unbekannte im Quadrat vor.
Die sog. Normalform einer quadratischen Gleichung lautet allgemein:

lax® +bx +c =0

X: Unbekannte

ab,c. redle (oder komplexe) Zahlen
ax’:  quadratischer Term

bx: linearer Term

C: konstantes Glied

7.2 Losungsverfahren

7.2.1 Rein quadratische Gleichungen
Rein quadratisch heisst b=0, also

Die Ldsungen erhdlt man wie folgt:

7.2.2 Gemischt quadr. Gleichungen mit c=0
Aus der allgemeinen Form

X, =0fund|X,

erhdt man as Losungen

b
a

7.2.3 Allgemeine Form

Aus der algemeinen Form der quadratischen Gleichung
lax® +bx+c =0

erhd@t man die 2 Lésungen durch Anwendung von

- b+~/b?- 4ac

L2 2a
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7.3 _Disskussion der guad. Gleichung
Die quadratischen Gleichung ax’+bx+c=0 besitzt Lésungen wie unter 7.2.3 beschrieben. Man

definiert nun zusétzlich

wobel D die sog Diskriminante ist.
Diskussion der Ldsungen:
Fall 1: D=0 dh. b’-4ac=0

, dh. es gibt genau eine Losung dieser Gleichung (sog.

) _ b
Dann gilt: [X,, =- %a

Doppell6sung).

Fal 2 D>0 dh. b*-4ac>0
-b+/D

2a
ab,c redl sind werden auch x; und x, redl.

Danngilt: (X, = , dh. es gibt 2 verschiedene L ésungen. Fur den Fall dass

Fall 3: D<0 dh. b*-4ac<0

-b . +D| .
D ilt: (X, =—*——
angit 1%z =50+ g )
komplexe Lésungen (fdls ab,c redll).

, dh. die Gleichung besitzt 2 (verschiedene) konjugiert

7.4 Der Satzvon Vieta
Gegeben sai eine quadratische Gleichung ax’+bx+c=0 mit ihren Lésungen x, und x,. Es gilt

_ b
X1+X2__E

Anwendungen: - Probe fir die Korrektheit der Ldsungen einer quadr. Gleichung
- Bestimmen der Koeffizienten a,b,c bel gegebenen Lésungen

7.5 Quadratische Gleichungen mit 2 Unbekannten

Hier wird mit der Einsetzungsmethode gearbeitet. Die darauf entstehende quadratische
Gleichung kann normal gel0st werden und durch Einsetzen des Resultatsin die erste
Gleichung erhdt man auch die zweite Unbekannte.

Martin Hess'Michael Richter
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7.6 Biguadratische Gleichungen

Eine biquadratische Gleichung ist eine Gleichung der Form
ax*+bx>+c=0
Losungsmethode: 1) Substituiere y:= x*
2) Aufldsen der nach Punkt 1 erhatenen Gleichung nach y
3) Substitution riickgéngig machen

Bemerkung: Eine biquadratische Gleichung kann vier verschiedene L ésungen

besitzen. (dh. £y, , £y, ).

7.7 Wurzelgleichungen

Eine Wurzelgleichung ist eine Gleichung, bei der die Unbekannte im Radikant einer Wurzel
vorkommt.

L dsungsmethode: 1) Wurzel(n) isolieren (auf eine Seite bringen)
2) Quadrieren
3) wiederholen von 1) und 2) bis keine Wurzeln mehr vorkommen.
4) Die nun wurzelfreie Gleichung auflsen.
5) Probe!!
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8 Funktionen

8.1 Definition, Einfilhrung

Definition: Eine Funktion ist eine Abbildung von Elementen von zwei Mengen A und B.
Die Elemente sind meist reelle Zahlen.

Notation: f:A® B
X f(X)
Beispiele: f(x)=3x°
Begriffe: f:A® B, x> f(X)
f: Funktion
A: Definitionsbereich
B: , Wertebereich*
Digenigen Elemente von B, welche von f , erreicht” werden, bilden den
Wertebereich von f. (ale Funktionswerte)
X: veranderliche Variable
f(x): abhangige Variable (abhangig von x)

8.2 Grafische Darstellungen von Funktionen

Eine Funktion kann grafisch dargestellt werden, indem man einen horizontalen Zahlenstrahl
as, Input’(x) und einen vertikalen Zahlenstrahl as,, Output” (f(x)) verwendet.

Ein Punkt in diesem kartesischen Koordinatensystem beschreibt den ,, Input” und den
dazugehorigen ,, Output” -Wert.

8.3 Dielineare Funktion

Allgemein: |f(x):a*x+b|
Dabel gilt: ab: Konstanten
x: veranderliche Variable
y = f(X) : abhéngige Variable
Eigenschaften 1) f(x)=a*0+b=Db
lb: y-Achsenabschnitt]
2) fur 2 verschiedene Punkte (X,,Y;) und (X,,Y,) auf dem Graphen von f
gilt:

Dy_

=a

la Steigung der Gerader

Steigungswinkel: Der Steigungswinkel a einer linearen Funktion berechnet sich wie folgt:

_Dy_

a=— =tan(a)|dh|a= arctan(a)

Martin Hess'Michael Richter
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Nullstelle: Xo heisst , Nullstelle der Funktion f* falls gilt:
f(x)=0

Die Nullstelle der linearen Funktion y=a* x+bist

b

on'g

Abgesehen von Speziaféllen besitzt eine lineare Funktion stets genau eine
Nullstelle.

Senkrechtstehen: Will man auf eine bestehende Gerade eine zweite einzeichnen, die zur
ersten senkrecht stehen soll. Gesucht ist also die Steigung der zweiten
Gerade, a,.

1
a,=-—
&

Martin Hess'Michael Richter
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8.4 Dietrigonometrischen Funktionen

8.4.1 Die Sinusfunktion

Die Sinusfunktion wird geschrieben as:

f(x)=9n(x)
Definitionsbereich: D =redl (dleredlen Zahlen)
Wertebereich: w=[-1,...]
Bemerkung: Die Sinusfunktion ist eine 2P -periodische Funktion.

8.4.2 Die cos-, tan- und cot-Funktion

Siehe Gieck E2.

8.4.3 Umkehrfunktionen

Die Umkehrfunktionen von sin, cos, tan sowie cot sind die Funktionen
arcsin, arccos, arttan sowie arccot.
Siehe Gieck E2 bisE4.

8.5 Die quadratische Funktion

8.5.1 Definition

Bel der quadratischen Funktion kommt die verdnderliche Grdsse (=x) in der zweiten Potenz
vor. Die sog Normalform einer quadratischen Funktion hat die Gestalt :

f(x)=ax? +bx+c

wobei g, b und c redle Kongtanten sind (a ! 0)
Der Graph der quadratischen Funktion heisst Parabel. Die sog. Normalparabel ist der Graph

der Funktion f (x)=x2.

8.5.2 Formfaktor und y-Achsenabschnitt

In der oben genannten Normalform ist:
ader Formfaktor (a> 0 : Parabel nach oben offen; a< 0 : Parabel nach unten offen)
¢ der y-Achsenabschnitt (d.h. y bei x=0)

Martin Hess'Michael Richter
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8.5.3 Die Nullstellen der quadratischen Funktion

Eine quadratischen Funktion (Parabel) hat, abhéngig von ihrer Lage im Koordinatensystem,
zwischen Null und zwei Nullstellen.

Man erhdlt die Nullstellen, indem man fur y Null einsetzt und die nun entstandene
quadratische Gleichung nach x aufldst. Erhélt man dabel ein komplexes Resultat, so hat die
Parabel keine Nullstelle.

8.5.4 Der Scheitelpunkt der quadratischen Funktion

Man berechnet den Scheitelpunkt einer Parabel wie folgt:

®eb - b2)+ 4aco

(%, ) g_a

8.6 Weitere wichtige Funktionsklassen

8.6.1 Die allg. Potenzfunktion

a

Funktionen der Gestalt y(x) = X" | heissen Potenzfunktionen (a > 0).

8.6.2 Die Hyperbelfunktion

Hyperbelfunktionen sind im wesentlichen die Kehrwertfunktionen der Potenzfunktionen:

yx)==

8.6.3 Die Exponentialfunktion

Bei der Exponentialfunktion kommt die unabhéngige Variable (x) im Exponenten vor:
y(x)=a"

Bemerkung:  Exponentialfunktionen haben immer eine horizontale Asymptote!
Anwendung:  Geddmpfte Schwingungen.
8.6.4 Die Logarithmusfunktion

Die allg. Logarithmusfunktion hat die Gestalt
y(x) =log, (x)] a>1

Spezidfale:  a=2: y(x)=Ib(x)
(x)

Martin Hess'Michael Richter
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8.6.5 Anmerkung: Arbeiten mit dem HP

Um mit dem HPA48 die Schnittpunkte von 2 Graphen zu bestimmen geht man wie folgt vor:

1. Die beiden (es kdnnen aber mehrere Gleichungen sein) werden erzeugt (EQ-Writer) und
gespeichert.

2. ,Links-Plot*, ,CAT" zeigt eine Liste der abgelegten Funktionen. Erste auswahlen und
mit ,EQ+" bestétigen. Alle gewtinschten Funktionen auf diese Welse selektieren.

3. ,PLOTR" zeigt das Plot-Menu, nun kann entweder mit autoscale gearbeitet oder aber die
X- und die y- Achse definiert werden.

4. Nachdem die Graphen gezeichnet sind, mittels den Cursortasten in die Nahe des
gewunschten Schnittpunktes fahren.

5. ,FCN*, ,ISECT": Der Cursor wird auf den Schnittpunkt gesetzt, unten werden die
Koordinaten angezeigt und zusétzlich im Stack abgelegt.

6. ,,Exit* um das FCN-Menu zu verlassen.

Nullstellen bestimmen (nur eine Gleichung):
Wie oben verfahren, jedoch statt ,, ISECT* wahlt man hier ,ROOT".

Scheitelpunkte, lokale Minima und Maxima:
Man wahit den Menupunkt ,EXTR* (fUr Extrema).

Funktionswert:
Zuerst ,NXT*, anschliessend ,, F(X)“ (Es wird die x-Position des Cursors tbernommen).

Beachte: Sind 2 oder mehrere Graphen dargestellt, so wird immer nur der erste Graph der

Liste ausgewertet. Um einen anderen Graphen auszuwahlen, driicke man ,, FCN*,
~NXT und , NXEQ*" solange, bis die richtige Funktion angezeigt wird.

8.7 Umkehrfunktionen

Beispiel: Die Funktion y = f (x) = 2X+ 4 beschreibt eine Zuordnung.

Die Umkehrfunktion f ** von f ist digienige Funktion, die beschreibt, wie

man einem y das entsprechende x zuordnen muss, d.h. wie man x ausy
berechnet.

Diese Zuordnung erhdt man, wenn man die Funktionsgleichung fr f nach x
auflost.

Achtung: f "' bezeichnet die Umkehrfunktion der Funktion f.

HIER: | f *1 n

Allgemein: Der Graph der Umkehrfunktion liegt stets spiegel symetrisch zum Graphen
der Funktion bezlglich der Spiegelachse y=x.

Martin Hess'Michael Richter
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8.8 Logarithmische Koordinatensysteme

8.8.1 Die logarithmische Skala

Bei der log. Skala werden nicht die Werte linear aufgetragen, sondern die Logarithmen
beziglich einer fixen Basis (z.B. 10, €); d.h. die ,linearen Grossen” sind die Exponenten.

Bemerkung: Jede positive Zahl kann a's Potenz dargestellt werden.

8.8.2 Einfach logarithmische Koordinatensysteme

Bei einfach log. Koordinatensystemen ist eine Achse (entweder x oder y) logarithmisch
skaliert, die andere linear.

Der Graph einer Exponentiafunktion ist im einfach log. Koordinatensystem mit linear
skalierter Abszisse und logarithmisch skalierter Ordinate eine Gerade.

8.8.3 Doppel-logarithmisches Koordinatensystem
Bel doppd-logarithmischen Koordinatensystemen sind beide Achsen logarithmisch skaliert.

Bemerkung:  Der Graph der Potenzfunktion (Hyperbel funktion)
y(x)=c* x"
wird im doppel-logarithmischen Koordinatensystem eine Gerade. Vgl.
Ubungen!

8.9 Polynome

Def:  Ein Polynom vom Grad n ist eine Funktion der Form
f(x)=a, +ax+ax?+a,x +..+a x"|,

wobel a,,a,,...,a, redleKoeffizientensind (a, * 0).
Beispiele: p,(x)=2+3x- 7x*+0.5x°: 9. Grad
p,(x)=2x° - x+3: 3. Grad

Satzz Ein (reelles) Polynom vom Grad n (n 1 O) hat hochstens n verschiedene Nullstellen!

8.9.1 Berechnung der Nullstellen

Im algemeinen nur ndherungsweise moglich; also Berechnung mit dem Taschenrechner.
(siehe dazu 8.6.5 unter ,,Root” oder das Handbuch zum HP48: p18-11)

Martin Hess'Michael Richter
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8.10 Interpolation

Unter Interpolation versteht man die geeignete Anngherung einer Funktion f(x) einer reellen
Variabel x, unter der Voraussetzung dass diese Funktion nur durch eine beschrénkte Zahl von
Stitzpunkten (z.B. Messwerte) gegeben ist. Mit Hilfe der Interpolation kann man nun die
Funktion annéhern und rechnerisch weitere Werte ndherungsweise ermitteln.

Bekannte Interpolationsart: Spline-Interploation.

8.11 Parameterdarstellung

(siehe auch Handbuch HP p23-8ff (48GX) bzw. p19-18 (48SX))

Der funktionale Zusammenhang y = f (x) zwischen zwei Grossen x und y kann auch
beschrieben werden, indem man beide Gréssen (x und y) als Funktion einer Hilfsvariable
darstellt. D.h. anstelle der Funktion Xy = f (x) betrachtet man zwei Funktionen

it x=xt)u

i

it y=y(th
d.h. statt f(x) betrachtet man x(t) und y(t).
Interpretation des Parameterst: Zeit

Jeder Punkt P auf dem Graphen der Funktion f kann also auf 2 verschiedne Arten dargestelIt
werden:

P =(x, f(x)) bzw. P=(x(t), y(t))

8.11.1 Plotten mit dem HP
Es sollen die beiden Funktionen
Xx=t%- tsowie y=t*- 3t
geplottet werden. Die Gleichungen miissen dazu in die komplexe Form (x,y) umgeformt
werden. Zum obigen Beispiel muss also die Form (x+jy) gefunden werden:

t?-t+i*(t3- 3t)
Anschliessend muss die unabhangige Variabe ("Indep") angepasst werden (hier auf 'T') sowie
der Plottyp auf Parametric gesetzt werden.

8.12 Polarkoordinaten

Jeder Punkt in einem 2-dimensionalen Koordinatensystem kann entweder herkdmmlich als
(x,y) beschrieben werden oder aber in Polarkoordinaten (rj ). In einigen Félen it dies
besonders sinnvall.
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8.13 Bestimmen von Nullstellen

8.13.1 Graphische Bestimmung

zu beachten: 1) Eine Funktion kann keine, eine oder mehrere Nullstellen haben!
2) Grosse Zeichnungen machen und Achsen des KS geeignet skalieren!

8.13.2 Rechnerische Bestimmung

Nur von einigen Funktionen lassen sich die Nullstellen rechnerisch exakt bestimmen:
Beispiele: lineare Funktionen

quadratische Funktionen

spezielle Polynome héheren Grades

Exponentialfunktionen

L ogarithmusfunktionen

(spezielle trig. Funktionen; weniger wichtig)

Ist eine exakte Bestimmung nicht méglich, so muss ein Naherungsverfahren angewandt
werden.

Regula Fals

Essind zwel Stellen einer beliebigen Fn gegeben, eine (x;)mit pos., die andere (X;) mit neg. y-
Wert. Nun kann folgendermassen eine erste Naherungsl ésung errechnet werden:

[ £ 00 %, +[F ()"
| ()] +| (%)

Xo Ubernimmt nun die Rolle von x; oder x,; ist f(X) und f(x;) positiv so wird x; ersetzt, ist
f(Xo) negativ, so ersetzt man x,.

Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann die Nullstelle beliebig genau angendhert
werden. Auch Taschenrechner arbeiten nach diesem oder einem dhnlichen Verfahren.

XO:

8.13.3 Anwendung: Losung von Gleichungen
Um eine Gleichung mittels Naherungsverfahren aufzul 6sen geht man wie folgt vor:

Gleichung in die Form .....=0 bringen.

Linke Seite der erhaltenen Gleichung al's Funktion von x auffassen f (x) =...
Bestimmung der Nullstellen entweder grafisch oder mit Regulas Hilfe (siehe oben).
Die so gefundene(n) Nullstelle(n) sind auch L ésungen der Ursprungsgleichung und
umgekehrt!

AW DN PR
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8.13.4 Grenzwerte von Funktionen

Interessiert es, wie sich eine Funktion fur sehr grosse x verhdlt, muss man, da "unendlich”
nicht als Zahl existiert, die Funktion in der folgenden Form schreiben:

lim f(x)

x® ¥

Wichtige Limites: |imsn(x) =1

X® 0 X

m

x

=0 wenn (m>0; a>1)

X

Q

|
x® ¥

8.14 Rationale Funktionen

Eine rationale Funktion ist ene Fn der Form

~—1

ER:

~—

wobei z und n Polynome sind. z heisst Zahlerpolynom, n heisst Nennerpolynom.

8.14.1 Grenzwerte

z(x)

Essai f(x) =-S5~ eine rationale Funktion.

n(x)
Grad(2) > Grad(n):
lim f(x)=¥

X® +¥

Grad(2) < Grad(n):
lim f(x)=0

X® +¥

Grad(z) = Grad(n):

Hier betrachtet man nur die Faktoren der jeweiligen Terme mit dem hochsten
Exponenten. Sind die Faktoren z.B. fir z(xX)= 3 und fir n(x)=2 so ist der gesuchte
Grenzwert 3/2.

8.14.2 Definitionsbereich

f ist nicht definiert fir x, fals n(x)=0d.h. falls X, NS von n(x) ist (Division durch Null).

Martin Hess'Michael Richter
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8.14.3 Nullstellen

Sind die Nullstellen einer rationalen Fn gesucht, so wenn

1 X NSvonfb Xyist NSvon z, d.h. z(x)=0

2. XNSvonfU xist NSvon z und X, ist keine NS von n, d.h. z(x,)=0 und n(x)* O.

Es miissen aso zuerst das Zdhler- (um Xy's zu finden), anschliessend das Nennerpolynom (um

N(X)* 0 zu prifen)Uberprift werden.

8.14.4 Asymptoten

1. Vertikale Asymptoten

Xo heisst Polstellevon f (X) = % fals z(x,) * O und n(x,) =0.
n(Xx

f hat an jeder Polstelle eine vertikale Asymptote, dh. die Asymptoten-Gleichung lautet
X=X,

2. Horizontale Asymptoten
f = z hat genau dann eine horizontale Asymptote falls gilt:
n

grad(n) 3 grad(z)
Man beachtet nur die beiden Terme des je hochsten Exponenten. Diesen Term |6st man
nun fur den Limes X — ¥ . L6st man diese Gleichung erhélt man die Gleichung y =...
der Asymptote.
Anmerkung: It der htchste Grad des Nenners gleich dem des Zéhlers, soist y* O,

anstongten gilt immer: y=0.

3. Schiefe Asymptoten

f = % hat eine schiefe Asymptote, fals gilt:

grad(z) = grad(n) +1

Die Gleichung der schiefen Asymptote ermittelt man mittels der Partiadivision, wobei zur
Bildung der Asymptoten-Gleichung der Rest der Partialdivision (dh. das "unteilbare") einfach
weggelassen wird. (siehe dazu auch Kapitel 2.4)

4. Anmerkung
Esist nicht moglich, dass eine Gleichung gleichzeitig eine horizontale und eine schiefe

Asymptote hat. Hat man also 2 Asymptoten gefunden, kann auf die Untersuchung der dritten
Art verzichtet werden.

Martin Hess'Michael Richter
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9 Folgen, Reihen und Grenzwerte von Funktionen

9.1 Folgen
9.1.1 Definition

Eine (Zahlen-)Folge ist eine Folge von Zahlen. Man kann nicht aus der Folge auf die néchste
Zahl schliessen, ausser die "Funktion" der Folge ist angegeben.

9.1.2 Notation

Eine Folge a, &, &_... bezeichnet man kurz as

() dn. (a,)=2,,8,,8;,..

9.1.3 Sprechweise

S (a,)=a,,a,,,... eineFolge.
-a,,8,,... heissen (Folgen-) Glieder, a, dask-te Glied
- n heisst Laufindex

9.1.4 Definition "konvergieren”

Eine Folge (a, ) konvergiert gegen a, falls die Folgeglieder a, fir n® ¥ dem Werta
"beliebig nahe kommen".

Eine Folge (a, ) heisst konvergent, falls sie gegen eine Zahl akonvergiert,

9.1.5 Definition "Arithmetische Folgen"

Eine Folge (a, ) heisst arithmetische Folge (AF), falls die Differenz zweier aufeinander-
folgenden Glieder immer gleich grossist, dh. falls:

a,.- a,=d|, d=cong. firalen

Das n-te Glied einer AF:

a,=a +(n- 1)*d
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9.1.6 Definition "Geometrische Folgen" (GF)

Eine Folge heisst geometrische Folge, wenn gilt:

% =, q const., fur alen
Das n-te Glied einer GF:
a, =a, * 9" (n = natlirliche Zahl)

9.2 Reihen

9.2.1 Definition

Eine Reihe ist algemein definiert s

aa =a+a,+a,+..+a,

n=1

wobei 'n=0' der " Startwert", 'M" der " Stopwert" von n ist.
9.2.2 Arithmetische Reihen

Eine arithmetische Reihe (AR) ist eine Reihe, bei der die Folge der Summanden arithmetisch
ist. Die Summe berechnet sich wie folgt:

n(n- 1)

n
S =——=* —n * *
=5 (a, +a,)=a,*n+ >

9.2.3 Geometrische Reihen

Bel der geometrische Reihe (GR) ist die Folge der Summanden geometrischer Natur. Die
Summe wird bestimmt mit:

1-9

Hat man eine unendliche GR vor sich, so wird deren Summe wie folgt berechnet:

=—|wenn gilt g <1
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9.2.4 Anzahl Summanden

A
Man kann die Anzahl der Summanden aus é .... einfach nach folgender Formel berechnen:
i=B

9.2.5 Anwendung: Zinsrechnen

Eine Anwendung fir geometrische Folgen sind die Zinsrechnungen. Hat man beispielsweise
einen Betrag b und einen Zinssatz p, so kann man einfach berechnen, wievid Geld b, man
nach n Jahren erhdlt:

— [ p
b, =b* =1+
n T A mitiq = 5%

9.3 Arbeiten mit dem HP

Summen kénnen komplett mit dem Equation-Writer eingegeben werden. Der HP liefert
daraufhin aus

50
a h+1 enenAusdruck 'S(h=150h+1)

h=1

welcher nun mit der Taste Eval (Solver ist sehr zeitintensiv) numerisch gelost werden kann.
Diese Berechnung ist nicht mdglich fir Summen mit sehr grossem (unendlichem) n-Wert.
Weiter macht diese Art der Berechnung keinen Sinn, falls sehr grosse Zahlen (die grosste
darstellbare Zahl hat den Exponent 499) erwartet werden.
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10 Differentialrechnung

10.1 Die Ableitung

10.1.1 Definition der Ableitung

"Die Ableitung einer Funktion f an der Stelle x (sprich "xi") ist definiert als die Steigung der
Tangente an den Graphen von f an der Stelle x".

10.1.2 Berechnung der Ableitung

Zur Berechnung nimmt man einen gewissen Wert h, Dx=h mit zugehérigem Dy-Wert,

bestimmt die Steigung der entsprechenden Gerade und |ésst h gegen Null gehen. So erhdlt
man die Steigung an f.

f €&x) =lim

h® 0

f(x+h)- f(x)
h

Die rechte Seite nennt man auch den Differentialquotient.

10.1.3 Ableitung spezieller Funktionen
10.1.3.1 Konstante Funktion

Wenn gilt f (X) = Cmit ¢ = konstant, so ist die Ableitung der Funktion f f '(X) =0. Dieswir dnun
kurz geschrieben als:

[c'=Oalls c=konst.

10.1.3.2 Potzenzfunktion

(Xa)'Z a* x* Y wenn areell

10.1.3.3 Exponentialfunktion

G

10.1.3.4 Logarithmusfunktion

(Inx)=

X | =

Martin Hess'Michael Richter



26.01.00
Zusammenfassung Mathematik TSU

10.1.35 Trig. Funktionen

(sn x)'= cosx
(cosx)'=- gn x

10.1.3.6 Weitere Funktionen

Man findet weitere Ableitungen im Gieck H5 sowie H6

10.1.4 Ableitungsregeln

Im folgenden wird nur die kompaktere Schreibweise aufgefihrt. Als Beispiel hier die
"normale" Schreibweise der Formd fur die Summe:

(F(x)+g(x))= £ (x) +g'(x)

10.14.1 Konstanter Faktor

(c* f)=c* '

10.1.4.2 Summe

(f+g)=f+g’

10.1.4.3 Produkt

(f*g)=f*g+f*g'

10.1.4.4 Quotient

10.1.45 Kettenregel

Fur ineinander verschachtelte Funktionen wird folgende Regel angewandt:

flg())='(a(x)* g'(x)

wobei fir den ersten Faktor f (g(x)) die Ableitung der er sten Funtion mit dem Argument

der nicht abgeleiteten zweiten zu bilden ist. Sinngeméss kann diese Kettenregel auch fir 3
und mehr ineinander verschachtelte Funktionen verwendet werden.
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10.2 Hohere Ableitungen

10.2.1 Definition

Will man eine hthere Ableitung (zB. vierte Ableitung) schreiben, so benlitzt man der
Ubersichtlichkeit wegen folgende Schreibweise:

fro=f@

10.3 Augezeichnete Stellen und Punkte, Monotomie und Kriimmung

10.3.1 Begriffe
Allgemein wird ein Graph immer von kleinen zu grossen x-Werten gelesen.

10.3.1.1 Monotomie, Wachstumsverhalten

Man bezeichnet eine Funktion wachsend, wenn ihre Steigung positiv ist, dh. "der Graph nach
oben zeigt". Fallend ist eine Funktion mit negativer Steigung, dh. "wenn der Graph nach
unten zeigt".

Gilt| f '(x)
Gilt| f '(x)
Gilt| f'(x) =

fur alex in einem Intervall, soist f in diesem Interval steigend.

0
O|fur allex in einem Intervall, soist f in diesem Interval fallend.
0

fur dlex in einem Intervall, soist f in diesem Interval konstant.

10.3.1.2 Krimmung

Ein Abschnitt eines Graphen ist rechtsgekr immt, wenn der man auf dem Graph "gehend”
eine Rechtskurve laufen misste. Misste man eine Linkskurve gehen, so nennt man dies
linksgekr immt. " Spitzkehren™ werden nicht nach diesen Regeln behandelt!

"(x)
"

Gilt
Gilt

fur ale x in einem Intervall, so it f in diesem Interval rechtsgekr immt.

f <0
f >0

fur ale x in einem Intervall, soist f in diesem Interval linksgekr immit.
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10.3.1.3 Ausgezeichnete Stellen und Punkte

Extremalstellensind Maximal- oder Minimalstellen des Graphen. Die Punkte dieser
Extremal stellen nennt man lokale Extrema.

Wenn eine Funktion f an der Stelle X, ein Extremum (Maximum oder Minimum) hat, dann
gilt:

f'(x,)=0

Dieses Extremum ist ein Maximum wenn weiter gilt:

f"(x,)<0

oder ein Minimum wenn weiter gilt:

f"(x)>0

Wendestellen sind Ubergange von Links- nach Rechtskriimmung oder umgekehrt. Die
zugehorigen Punkte nennt man Wendepunkte.

Eine Funktion f hat eine Wendestelle an de Stelle X, wenn beide folgenden Bedinungen
erfullt sind:

f (%, )=0lund|f"(x,)t O
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11 Inteqgralrechnung

11.1 Die Stammfunktion

Definition: Eine Stammfunktion F ergibt abgeleitet die urspriingliche Funktion f.
F'=f

Bemerkung: Bestimmt man zu einer Funktion f die Stammfunktion F, so kann dies nur bis auf
einen additive Konstante ¢ geschehen. I1st F also eine Stammfunktion von f, so
sind alle Stammfunktionen gegeben durch

F +c, wobe c eineredle Konstante ist.

11.1.1 Das unbestimmte Integral

Fur die Stammfunktion F einer Funktion f schreibt man auch

of (x) dx

und spricht vom unbestimmten Integral der Funktion f.

11.1.2 Das bestimmte Integral

Sa f eine Funktion, F Stammfunktion von f. Man schreibt nun

b

of (x) ax=[F(x)]: = F(b)- F(a)
Siehe auch Gieck, | 2 bisl 13a

11.1.3 Eigenschaften des bestimmten Integrals

b

(+0x) k= o () o+ ¢glx) cx

a

.

0

.

Of (%) adx+ o) (x) dx = )f (x)
a b a

o

.

b

ok * (%) ax= k* o)f (x) o

a
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11.1.4 Die Flache unter einem Graphen

Gesucht wird die Flache unter einem Graphen (dh. bis zur x-Achse) zwischen den Punkten x;
und X,.

Satz: Gilt fur eine Funktion, dass f (x)3 Ofdr dlex im Intervall [ab], soist die Flache A:
b
A= of (x) dx
Ist f(x)£ Ofdr allex, so nimmt man den Betrag des obenstehenden Integrals und erhélt

ebenfals A, ist f sowohl positiv wie negativ fir ale x, so berechnet man die positive und die
negative Flache getrennt und addiert diese anschliessend.

Siehe dazu auch Gieck, | 14 und | 15.
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